Unidad 2 - Algebra vectorial

3. b)
IA{ A

0| = (=2 — 0)i — (=10 — 0)j + (40 — 2)k = (2, 10,38),
2

|AB x AC| = V4 + 100 + 1444 = /1548 = 6y/43; area 3/43.
4. ¢) (ABx AC)-AD = 6 — 40 +304 = 270; V = 22 = 45

Resultado: a) —ST\E; b) 3v/43 unidades de area; c) 45 unidades ctbicas.

Ejercicio 2.6.12 - Segmento dirigido paralelo a otro
Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 2.
El segmento dirigido AB, de longitud 14, es paralelo al segmento dirigido CD, como se

muestra en la figura, con A(6,-3,9), C(1,2,3) y D(3,—-1,9). Empleando algebra vectorial,
determine las coordenadas del punto B.

14

C(1,2,3)

A(6,-3,9) D(3,-1,9)

Resolucion.

1. Direcciéon: CD = D — C = (2,-3,6), |CD| = V4 + 9+ 36 = 7. .

2. Sentido: en la figura las flechas apuntan en sentidos contrarios, asi que AB tiene la
direccién de DC = (-2,3,-6).

3. Vector: AB = 14 - @ = (~4,6,—12).

4. Punto: B= A+ AB=(6—4, —3+6,9—12) = (2,3,-3).

Resultado: B(2,3,—3). (Si se tomara el mismo sentido que E, saldria B(10,-9,21); la

figura descarta esa opcion.)

Ejercicio 2.6.13 - Distancia de un punto al eje y
Adaptado de: ler parcial 2005-2, tipo B, problema 2.

En la figura, el punto A esta en el plano XY y su vector de posicién d forma un angulo de
60° con el eje x; el segmento AB es paralelo al eje z. Si |d| = 16 y |AB| = 6, determine la
distancia entre el punto By el eje y.
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3. Queda 2x> — x2 — 2x + 1. Se agrupa: x*(2x — 1) - 2x - 1) = 2x — )(x* - 1) =
(2x — D(x—D(x+1).

4. Comprobacién con raices racionales: los candidatos son =1, i%, y los tres que
salen estan en la lista.

. 1 .
5. Raices: 0, i, —i, 2 1, —1. Son seis, como el grado.

fG) = 2x (x = i)(x +) (x - %) (x = 1D(x +1).

1B.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 1B.5.1 - Coeficientes a partir de dos raices
Adaptado de: 2° final 2010-1, tipo A, problema 3.

Dado el polinomio P(x) = x* + x® — 7x? — Ax + 2B, determine:

= a) los valores de Ay Bsi1ly —1 son raices de P;

= b) la expresion de P(x) como producto de sus factores lineales.

Resolucion.

1. P(1)=1+1-7-A+2B=0 = —A+2B=5.
2.P(-1)=1-1-7+A+2B=0 = A+2B="T.

3. Sumando: 4B = 12, B=3;entonces A=7—-6=1.a) A=1, B=3.

4. P(x) = x* + x> — 7x? — x + 6. Se divide entre x — 1 y el cociente entre x + 1:

1 1 2 -5 -6
-1|1 2 -5 -6 0
-1 -1 6

5. x2+x—6=(x+3)(x—2).
6. b) P(x) = (x—1)(x+1)(x—2)(x+3). Comprobacién: producto de raices 1-(—1)-2-(—3) =
6 = (—1)%a,.

Ejercicio 1B.5.2 - Coeficientes a partir de tres puntos de la grafica

Adaptado de: ler final 2010-2, turno vespertino, problema 3.

La gréfica del polinomio p(x) = Ax® + Bx? + Cx + A contiene a los puntos (—1, —6), (0, 2)
y (1,0). Determine:

= a)los valores de A,B,C € R;

= b) todas las raices de p(x).

Resolucion.

1. p(0)=A=2.

2. p(1)=A+B+C+A=0 = B+C=—-4

3. pf(-1)=—-A+B-C+A=—-6 = B—-C=—6.

4. Sumando: 2B=-10,B=-5;C=—-4+5=1.a) A=2, B=-5C=1.
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Resolucion.
1. Diagonal y cuarto lado: AC=i+7v= (14,10,0) y—Ij =u+v+w=(16,0,0).
ik
2. Triangulo ABC:uxv=|6 8 0/=1(0,0,12—64) = (0,0, —52); area % 52 = 26.
8 2 0
I L A
3. Triangulo ACD: ACx AD ={14 10 0|=(0,0,0—160) = (0,0, —160); area 80.
16 0 0
4. Suma: 26 + 80 = 106. (Comprobacion: 3[AC x BD| con BD = ¥ + # = (10,-8,0) da

2212 =106.)

Resultado: 106 unidades de érea.

Ejercicio 2.6.8 - Paralelepipedo de volumen dado y componente vectorial
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 2.

Los vectores & = i + 2] + 2k, v = =2 + 2] — k y w = 121 + bj — 12k estan sobre tres aristas
concurrentes de un paralelepipedo. a) Determine el conjunto de valores de b para los cuales

el volumen del paralelepipedo es de 162 unidades cubicas. b) Obtenga la componente
vectorial de # sobre V.

Resolucién.

1. a) Producto mixto:
2

—1|=1(—24 +b) — 2(24 + 12) + 2(—2b — 24) = —3b — 144.
—12

1
n-(Wxw)=|-2
12

SN N

2. |-3b— 144 =162: =3b — 144 = 162 = b = —102,0 —3b— 144 = —162 = b = 6.

3. b)ﬁ~17=—2+4—2:0:00mp\717:5\/26(17J.7/).

Resultado: a) b € {—102, 6}; b) 0 = (0, 0,0).
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180°+360°k
4

4
binémica, 43 cis 45° = ‘/—\g(l +10), y las otras tres son

3. x* = =3 = 3¢is 180°: modulo ¥/3, angulos = 45°,135°%,225°,315°. En forma

By B, 5 B,
ﬁ(lﬂ), ﬁ(l i), \E(l ).

4. Ocho raices: 42, +4/2iy /3 cis con § = 45°,135°, 225°, 315"
5. Cota superior. Con ¢ = 1 el residuo es negativo:

1 00 0 1 00 0 —6
1 111 1 2 2 2 2
11 11 2 2 2 2 —4

Con ¢ = 2, todos los resultados son positivos:

1000 1 0 0 0 -6
2 2 4 8 16 34 68 136 272
|1 2 4 8 17 34 68 136 266

6. Cota superior: ¢ = 2. En efecto, la tnica raiz real positiva es 42 < 2.

Ejercicio 1B.5.5 - Polinomio de menor grado a partir de su grafica
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo A, problema 3.
Determine el polinomio de menor grado, con coeficientes reales, cuya grafica es la de la

figura: corta el eje x en —2, 0, 1 y 3 (en los cuatro puntos lo cruza), crece hacia ambos
extremos y pasa por el punto (-1, —8).

+ + X
\/ 3

(-1,-8)

Resolucion.

1. Cuatro cruces del eje, cada uno de multiplicidad 1 (la curva atraviesa el eje): el menor
grado es 4.

2. p(x) =a(x+2)x(x—1)(x—3).

3. Punto (—1,—8): a(1)(—1)(—2)(—4) = —8a = —8, asi que a = 1. Es positivo, como indican
los extremos que suben.

4. p(x) = x(x + 2)(x — 1)(x — 3) = x* — 2x3 — 5x + 6x.
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— lpxy =33
yA—2|u><v|— R

Resultado: a) (0,0, —3); b) 120°; ¢) 33 unidades de area.

Ejercicio 2.6.3 - Vector perpendicular con médulo dado y componente vectorial
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo C, problema 5.

Sean d = 31— ij; 4k —2,¢= i—j+ 2k yr_i = 21+ j — k. Determine: a) las componentes
del vector 4 perpendicular tanto a bcomoad y tal que 4] = |d|; b) los cosenos directores
de g; c) el vector v tal que 2d — 3V es la componente vectorial de d sobre .

Resolucién.

1. a) Conb = (=2,0,4),¢ = (1,~1,2):

. ik .
bxd=|-2 0 4 =0+45-(—4—4)j+@-0k=(4,82)=2(241).
1 -1 2
(2,4,1)] :Fy|a| :\/9+ =13, asi que i = + %(2 4, 1)_+ﬁ(2 4,1).
2. b)cosa = = cosﬂ cosy—O

3. c)2~8:2—1—2:—1,|*| =6:c0mp3d:—%(1,—1,2).
003 —30 = —lgosy=23+1lg=(2 -4 1 1 1\_(37 251
4. Despeje: 2a — 3v = 6c=>v— a+ c—(z, 3,0)+( )—( )

187 18° 9 187 18’9
= 323, 4,1); b)(r E0)9v=(2-51)

Ejercicio 2.6.4 - Vector unitario paralelo a un plano coordenado y a 45° de otro

Resultado: a) i

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2024-2, tipo A, problema 5.
Obtenga un vector unitario v, paralelo al plano XZ, que forma un angulo de 45° con el
vector 4 = (2,0,2).
Resolucion.
1. Incédgnitas: paralelo al plano XZ significa componente y nula: v = (x,0,z), con
24,2 _

x“+z°=1
2. Angulo: V-1 = |9||i] cos 45° = 2x + 2z =1-22- 472
3. Sistema: (x +z)? =1y x?+2z2=1dan2xz=0:x=0,z=10x=1,2z=0.
4. Comprobacién: k- (2,0,2)=2=1-2J2- \/75
Resultado: ¥ =i = (1,0,0) 0 ¥ = k = (0,0, 1) (basta dar uno).

=2, esdecir, x +z = 1.

Ejercicio 2.6.5 - Area de un triangulo con angulo y componente escalar

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 2.

Dos de los lados de un tridngulo son los vectores d y b, que forman un angulo de 60°. La
componente escalar de @ sobre b es 4 y |b| = +/3. Obtenga el area del triangulo.

Resolucion.
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3. Queda x® +x% —d4x —4 = x®(x + 1) —4(x + 1) = (x + 1)(x — 2)(x + 2).
4. b) Raices: 1 (doble), —1, 2, —2: p(x) = (x — 1)%(x + 1)(x — 2)(x + 2).

Ejercicio 1B.5.8 - Raiz compleja de un polinomio real

Adaptado de: 2° final 2018-1, problema 4.

Sea p(x) = x* — 2x3 + 11x? — 18x + 18. Determine todas sus raices si a; =1—iesunade
ellas.

Resolucion.

1. Coeficientes reales: a; = 1+ i también es raiz. Factor cuadrético: (x — 1 +i)(x —1—i) =
(x—12%+1=x*-2x+2.

2. Aldividir, x* —2x3 +11x% = 18x+18 = (%% —2x+2)(x% +9). Se comprueba multiplicando:
x* — 203 + 2x% + 9x% — 18x + 18.

3. x2+9=0:x = +3i.

4. Raices: 1 —1i, 1+1i, 3i, —3i.

1B.6 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.1B.

Ejercicio propuesto 1B.6.1
Adaptado de: 2° final 2013-2, tipo B, problema 3.
Determine el polinomio de menor grado, con coeficientes reales, cuya grafica es la de la

figura: corta el eje x en —3, —1, 0 y 2 (en los cuatro lo cruza), crece hacia ambos extremos
y pasa por el punto (1, —8).

(1.-8)

Resultado: g(x) = x(x + 3)(x + 1)(x — 2) = x* + 2x% - 5x% — 6x.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 1B.6.2
Adaptado de: 1er final 2013-1, tipo A, problema 3.

Exprese el polinomio h(x) = x+ (2 —i)x® + (=3 — 2i)x* + (=6 + 3i)x> + 6ix? como producto
de factores lineales, si se sabe que i es una de sus raices.
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2.4.7 Coordenadas de puntos en una figura

1. Copia la figura y marca qué es cada vector: de qué punto a qué punto va y cuales lados
son iguales como vectores (lados opuestos de un paralelogramo con el mismo sentido).

2. Parte de un punto conocido y avanza sumando vectores: B= A + AB, A=D - AD.

3. Con longitud y direccién: AB = |AB) il, con el signo que diga la figura.

4. Para el pie de una perpendicular usa la componente vectorial (seccién 2.2.9); para un
punto medio, %(A + B).

5. Comprueba una condicion que no usaste (un lado opuesto, un angulo recto, un médulo).

2.4.8 Problemas con parametros

1. Escribe los vectores con el pardmetro.

2. Traduce cada condicién a una ecuacién: perpendicular, d - b = 0; paralelo, componentes
proporcionales (b = kd); 4rea, |d x b|> = A?; volumen, @ - (b x ¢) = +V; componente,
b
= =C
‘bl . .7 . . e

3. Resuelve primero la ecuacion lineal y sustituye en la cuadratica.

4. Da el conjunto de valores (casi siempre dos) y comprueba uno.

2.5 Ejemplo resuelto

Ejemplo resuelto - Paralelogramo dado por sus diagonales

Adaptado de: 1er final 2014-1, tipo A, problema 2.

Sea el paralelogramo P cuyas diagonales son los vectores 4 = 2i+ 2j—4IA< yv=(4,0,2).

Obtenga: a) el coseno de uno de los angulos interiores de P; b) el area de P.

Resolucion. .

1. Lados a partir de las diagonales: si a y b son los lados que salen de un vértice,
i=ad+b yv=a- b. Sumando y restando:

= 2@+ = 2(6,2,-2) = (3,1,-1),

Ql

S

= 2@ -¥) = 3(-2,2,-6) = (-1,1,-3).
2. a) Angulo interior: entre d y b, que salen del mismo vértice.

ld=vo+1+1=+11, bl =v1+1+09=411,

Gb=-3+1+3=1,

cosf = 1 -1
Jitvin 11

, . . . 1
El otro angulo interior es el suplementario, con coseno TS

3. b) Area con las diagonales:

ik R
Uuxv=12 2 —4/=04-0)i—-(4+16)j+(0-8)k=(4,-20,-8),
4 0 2

i x ¥] = V16 + 400 + 64 = V480 = 4v/30, A:%|ﬁx\7|:2@.
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= Aplicar Descartes con gy = 0. Primero se factoriza la potencia de x.

= Equivocar p(—x). Cambian de signo solo los coeficientes de las potencias impares.

= Contar mal las raices. Deben ser tantas como el grado, contando multiplicidades. Si
faltan, falta una division.

= Olvidar el coeficiente principal. El producto de factores lineales lleva a, al frente:
2x6 — .. = 2x(x — i) -+

= Grafica: suponer a = 1. El coeficiente principal se calcula con un punto de la grafica
que no sea raiz.

= Cuentas con i. En la division sintética con complejos, i - i = —1; un residuo distinto de
0 indica un error.

1B.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Algoritmo de la divisién: p = d g + r. Residuo: p(c). Factor: p(c) = 0 siy solosi x —¢
divide a p.

= Grado n: n raices en C con multiplicidad; p(x) = a,(x — o) -+ (x — o).

= Coeficientes reales: a + bi en pareja; (x — a)? + b? es factor.

divisores de a,

divisores de a,,

= Descartes: positivas < cambios de p(x); negativas < cambios de p(—x); bajan de 2 en 2.

= Cota superior: ¢ > 0 con renglén de la division sintética sin negativos.

= Coeficiente principal 1: suma de raices = —a,_;; producto = (—1)"ay.

—b+vb%—4ac k
2a

= Raices racionales: +

= Formula general: x = . Bicuadrado: u = x*.

1B.9 Procedimiento recomendado en el examen

. Escribe el grado: es el nimero de raices que debes entregar.

. Factoriza x* si no hay término independiente.

. Mira los coeficientes: ;jreales (usa el conjugado) o complejos (no)?

. Divide entre cada raiz conocida con division sintética, mostrando la tabla.

. Con el cociente real, lista los candidatos racionales; si piden Descartes, haz la tabla
antes de probar.

. Llega a grado 2 y usa la férmula general.

7. Escribe las raices en una lista y el polinomio como producto de factores lineales, con

ay, al frente. Comprueba con suma o producto de raices.

G W N =

(=)

Si no se encuentra el camino, la divisién sintética entre la raiz dada con residuo 0 y el
cociente bien escrito ya valen buena parte del problema.

1B.10 Con la computadora

factor con extension=I factoriza sobre los complejos y roots da cada raiz con su
multiplicidad. El programa revisa el polinomio del ejemplo 1B.4: comprueba que i es raiz
y escribe los factores lineales. Para un polinomio cuyas raices no tienen forma cerrada,
Poly(f) .nroots() da aproximaciones decimales. El programa usa la biblioteca sympy
de Python, que hace algebra exacta (fracciones, radicales, r): se instala con pip install
sympy y el codigo se copia tal cual.
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Rectangulo y cuadrado: ademas, lados consecutivos perpendiculares (a b= 0)y, en
el cuadrado, del mismo modulo.

Segmento con direccion y longitud dadas: AB = |ﬁ| 4, con 4 el unitario de la
direccion y el sentido que indique la figura.

Pie de la perpendicular desde B alarecta AC: Q = A + compz AB.

Simétrico de P respecto a un punto M: P’ = 2M — P.

Se lee la figura con cuidado: el orden de los vértices en el nombre (ABCD, ADCB) y el
sentido de cada flecha deciden los signos.

2.3 Coémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«de médulo 5 y paralelo a», «cosenos un vector con moéduloy  2.4.1
directores», «angulos directores» direccion

«coseno del angulo», «angulo entre», coseno o angulo 2.4.2

«angulo interior», «angulo A»

«componente escalar», «componente proyeccion 2.4.3

vectorial», «en la direccién de», «comp
esc», «comp vect»

«unitario perpendicular tanto a ... como un vector por 2.4.4
a», «paralelo al plano XZ y a 45°» condiciones

«area del paralelogramo», «del tridngulo», area 245
«diagonales», «cuadrilatero»

«volumen del paralelepipedo», «aristas volumen 246
concurrentes», «tetraedro», «producto

mixto»

una figura con puntos sin coordenadas: coordenadas 24.7

«coordenadas del punto», «cuarto

vértice», «punto medio»

«el valor de b», «el conjunto de valores»,  parametro 2.4.8
«tal que su area sea 6»

2.4 Procedimientos

2.4.1 Vector con médulo y direcciéon dados

1.

40

, N r . . .
Paralelo a v con médulo r: @ = £r 9 = + V. Si el enunciado no da el sentido, hay

~ Il
dos respuestas.

. Con cosenos directores: completa el que falta con cos? @ + cos? f + cos? y = 1 (hay

dos signos si no se especifica) y escribe d = r(cos a, cos f8, cos y).

V3 1 V2

. Con angulos directores: cos 30° = s oS 60° = 3 cos 45° = s cos 90° = 0. Siel

que falta da cos? = 0, el angulo es 90°.

. Comprueba el médulo al final.

Unidad 2 - Algebra vectorial

Unidad 2 - Algebra vectorial

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 2). «Aplicar los conceptos y operacio-
nes del algebra vectorial para resolver y visualizar graficamente problemas
elementales de Ingenieria utilizando software.»

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en exdmenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que no
cambiaron): en los planes anteriores, un problema (a veces dos) en los 9 finales
de Geometria Analitica del Plan 2010 y en 38 de los 39 finales de Célculo y Geo-
metria Analitica del Plan 2016: area en 18, componente escalar o vectorial en 14,
coordenadas de un punto en una figura en 12, volumen con el producto mixto en
10, angulo o coseno en 8. Los sistemas de referencia polar y cartesiano (seccion
2.1) son nuevos en el programa 2026: no hay examenes de ellos.
= Tiempo: de 5 a 6 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 2.1 (30 min) y resuelve los dos propuestos de esa seccion.
2. Lee las secciones 2.2.5 a 2.2.8 (30 min): producto escalar, componentes, producto
vectorial y producto mixto.
3. Aprende los procedimientos 2.4.3 (componentes), 2.4.5 (areas) y 2.4.6 (voliime-
nes): juntos cubren casi todos los problemas.
4. Sigue el ejemplo de la seccién 2.5 tapando la resolucion (10 min).
5. Resuelve con cronémetro, 12 min cada uno, los ejercicios 2.6.2, 2.6.5, 2.6.7, 2.6.8
y 2.6.15.

2.1 Sistemas de referencia en el plano y en el espacio

El programa 2026 empieza el algebra vectorial con los sistemas de referencia. En el plano
cartesiano un punto es una pareja P(x, y): sus distancias dirigidas a los ejes. En el plano
polar el mismo punto se describe con una distancia y un angulo, P(r, 0); las ecuaciones de
transformacion pasan de un sistema al otro. En el espacio cartesiano el punto es una
terna P(x, y, z) (seccién 2.2). Las coordenadas polares también se usan en la Unidad 4A
para describir curvas.

2.1.1 Coordenadas polares

Se fija un punto O, el polo, y una semirrecta que parte de él, el eje polar (la parte positiva

del eje x). Un punto P se describe con el par (r, 6):  es el &ngulo que va del eje polar al

segmento OP, positivo en sentido contrario al de las manecillas del reloj, y r es la distancia

dirigida de O a P. En este libro 6 se escribe en grados, como en los examenes.

= Sir > 0, el punto esta sobre la semirrecta de angulo 6; si r < 0, sobre la semirrecta
opuesta, de dngulo 0 + 180°, a distancia |r|.

= El polo es (0,0) para cualquier 6.

= La recta a 90° es la recta perpendicular al eje polar por el polo (el eje y).
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2.2.6 Componente escalar y componente vectorial

-

La componente escalar de a sobre b es la longitud con signo de la sombra de d sobre
5

la direccion de b; la componente vectorial es esa sombra como vector (la proyeccién

ortogonal):

S
Ql
S

comp; a=2"= || cos 9, comp; a= b= (compz 5) b.

=|
=

2
La componente escalar es negativa si el angulo es obtuso; la vectorial apunta entonces en
sentido contrario a b. Solo importa la direccion de b: sobre 2b o —b la componente vectorial
es la misma. El orden importa: compy a (se divide entre |b|) no es comp; b. Sobre un eje:
comp; a = (0,ay,0). Los enunciados también dicen «componente de d en la direcciéon de

N
b» o escriben «comp esc» y «comp vect».

l

S

0
comp; d b
comp; d = |d] cos 6
2.2.7 Producto vectorial, paralelismo y drea
El producto vectorial (o producto cruz) es el vector
ik
dxb=la, ay as|=(asbs—asby, ash; — arbs, a1by — azhy).

by by b

(Los determinantes de 3 x 3 se repasan en la Unidad 0.) Propiedades:

" a x:b) es perpendicular a dya Z; su sentido sigue la regla de la mano derecha (i xj =k,
ixk=1Lkxi=]).

« bxd=—axb (no es conmutativo) yaxd=0.

» |ax b| = [d][b] sen®.

= Paralelismo: d || b < axb=0.

Areas. El paralelogramo de lados d yz tiene base |d] y altura |Z| sen 0:

T 1> 7
Aparalelogramo = ld x b, Atrisngulo = §|a x bl.
Si se dan las diagonales d; =d+byd, =d—b, entoncesd; xdy = —2dxby
s - I s 1a o
Aparalelogramo = E'dl X dyl, a= E(dl +dy), b= E(dl —dy).
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= De cartesiana a polar (un punto): r = \/x% + 2 y 0 con tan 6 = % en el cuadrante del
punto. Para (—2,2+/3): r = 4, tan0 = —/3 y el punto est4 en el segundo cuadrante, asi
que € = 120° (no —60°).

= De una ecuacion polar a cartesiana: se busca que aparezcan r cos 0, r sen 0 y r?; casi
siempre se multiplica por r o se eleva al cuadrado. Multiplicar por r solo puede agregar
el polo, que se revisa aparte.

= De una ecuacidn cartesiana a polar: se sustituyen x = rcosf y y = rsenf y se
simplifica.

2.1.5 Distancia entre vectores

La distancia entre dos puntos es el médulo del vector que los une; por eso el programa la
llama distancia entre vectores: si d y b son los vectores de posiciéon de Ay B,

d(A,B) = b -l = \J(xg — xa)? + (35 — ya)? + (25— za)%.
Con puntos dados en polares, primero se pasan a cartesianas con x = r cos 6, y = r sen 6.
2.1.6 Ejemplo y ejercicios propuestos

Ejemplo resuelto - Del plano cartesiano al polar y de regreso

Adaptado de: Ejercicio propio (programa 2026, tema 2.1).

Sean A(—3,3) en cartesianas y B(6, 240°) en polares. a) Obtenga unas coordenadas

polares de A conr > 0y otras con r < 0. b) Obtenga las coordenadas cartesianas de

B. ) Calcule la distancia entre A y B. d) Escriba en forma polar la curva x? + y? = 4y

e identifiquela.

Resolucion.

1 a)r=+/(=3)?+32 = V18 = 3J2; tanf = _% = —1y el punto esté en el segundo
cuadrante: § = 135°. Asi A (3\/5, 135°), yconr <0, A (—3\/5, 315°)4

2.b) x = 6c0s240" = 6(—3) = =3,y = 6sen240° = 6 (—%5) = 343
B(-3,-3+3).

3. c)ﬁ =B-A= (0, —3\@—3), asi que d(A, B) = 3 + 3v3.

4. d) Con x® + y* =r? y y = rsen®: r? = 4rsen®, es decir r = 4sen 8 (el polo, r = 0,
ya estd en esta curva con = 0°). Completando el cuadrado, x? + (y — 2)% = 4:
circunferencia de centro (0, 2) y radio 2, que pasa por el polo.

Resultado: a) (3v2,135°) o (=3v2,315%); b) (=3, -3v3); ¢) 3 + 3v/3; d) r = 4sen 6,

circunferencia de centro (0, 2) y radio 2.

Las resoluciones de estos dos propuestos estan en el Apéndice E, seccion E.2.

Ejercicio propuesto 2.1.1 - Conversién de puntos

Adaptado de: Ejercicio propio (programa 2026, tema 2.1).

a) Obtenga unas coordenadas polares de P (—2v3,—2) conr > 0y 0° < 6 < 360", y otras
con r < 0. b) Obtenga las coordenadas cartesianas de Q(5, —90°).

35



Unidad 1 - Parte B - Polinomios

5. p(x) = 2x3 — 5x% + x + 2. El punto (1,0) dice que x = 1 es raiz:

6. 2x% —3x—2 = (2x + 1)(x — 2).
7. b) Raices: 1, 2, —%.

Ejercicio 1B.5.3 - Coeficientes complejos con una raiz dada
Adaptado de: 2° final 2010-2, problema 3.

Para el polinomio
P(x) = x° + (=2 4+ i)x* + (=6 — )x> + (8 = 7))x? + (5 + i)x + (—6 + 6i),

determine sus raices, si una de ellas es 1 — i, y represéntelo como producto de sus factores
lineales.
Resolucion.

1. Hay coeficientes complejos: 1+i no tiene por qué ser raiz. Se divide solo entre x —(1—i):

1 —2+i —-6-i 8—7i 5+i —6+6i
1—i 1—i —14i =747 1-i 6—6i
|1 -1 —7 1 6 0

Por ejemplo, en la segunda columna: (1 —i)(1) =1—-iy(-2+i)+ (1 —i) =—-1.
2. El cociente es real: x* — x3 — 7x2 + x + 6. Candidatos racionales: +1, +2, +3, +6.
3. x =1yluego x = —1:

1 1 0 -7 -6
-1|1 0 -7 -6 0
-1 1 6

4. x® —x—6=(x—3)(x+2).
5. Raices:1—1i, 1, —1, 3, =2

P(x) = (x — 14+ i)(x — D(x + 1)(x — 3)(x + 2).
Ejercicio 1B.5.4 - Polinomio bicuadrado y cota superior
Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 3.

Obtenga las raices del polinomio p(x) = x® + x* — 6 y una cota superior de sus raices
reales.

Resolucion.

1. Conu=x*w?+u—6=w+3)(u—-2)=0,asiqueu=20u=—-3.

2. x* = 2: raices cuartas de 2 = 2 cis 0°. Médulo 2, angulos 0°,90°,180°, 270°:

x=3/§, {‘/Ei, —%, —{2i.
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Ejercicio 2.6.9 - Volumen con un vector dado por cosenos directores
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-2, tipo D, problema 5.
Tres aristas concurrentes del paralelepipedo P son los vectores i = (2, —1,1), ¥ = (0, -2, 3)

> . S 1 3
y 2w. Dos de los cosenos directores del vector unitario w son cosa = 2y cosf = g

Obtenga: a) compy 4; b) el volumen de P.

Resolucion.
—1-1_3 148,

lwcosy 1 1 4—0a51qu (2 )

2. 2)i-v=0+2+3=5, V> =13: comp; i = (0 23)—(0,—% i—g)

3. b)
2 -1 1

i-@xw) =0 -2 3 :2( —i)ﬂ(o )+1(o+1)=—3J§—1.
1B 2
2 2
Con la arista 2w el producto mixto se duplica: V = 2 |—3\/§ - %| =6V3+1.
Resultado: a) (0, —%, %), b) V = 643 + 1 unidades cubicas.

Ejercicio 2.6.10 - Componente escalar y producto mixto con parametros
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-2, tipo A, problema 5.
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Seand = (-2,3, l),l; =(0,1,—4) y ¢ = (m,n,—6). Determine m y n tales que comp; C= 7

y el producto mixto [3 b ] = —67.

Resolucién.
1. C te: |b b=n+24 "2 =2 -5
omponente bl = V17 7y¢-b=n vy A
2. Producto mixto:
-2 3 1
0 1 —4/=-2(-6+4n)—3(0+4m)+1(0 —m) = 12 — 8n — 13m.
n -6

3. Conn=5:12—40—-13m = —67 = —13m = -39 = m = 3.
Resultado: m = 3,n = 5;¢ = (3,5, -6).

Ejercicio 2.6.11 - Tetraedro: componente escalar, area de una cara y volumen
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2020-1, tipo C, problema 5.
Un tetraedro tiene sus vértices en A(3,4, —1), B(-2,3,—1), C(1, -4, 1) y D(0, 0, 7). Obtenga:

a) la componente escalar de CD sobre AC; b) el area del tridngulo ABC; c) el volumen del
tetraedro.

Resolucion.

1. Vectores: AB = (—5,—1,0),A—C> =(-2,-8,2), AD = (-3,-4, 8) CcD =(-1,4,6).
ey B — _ _ 18 _ 32

2. a)CD-AC=2-32+12=—18,|AC| =72 = 6+/2: compACCD P AR
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Ejercicio 1B.5.6 - Regla de los signos de Descartes y factores lineales

Adaptado de: 2° final 2014-1, tipo A, problema 3.

Para el polinomio h(x) = x7 + 3x® + 3x° + 3x* + 2x3, aplique la regla de los signos de
Descartes y exprese h(x) como producto de sus factores lineales.

Resolucion.

1. h(x) = x3 q(x) con g(x) = x* + 3x% + 3x% + 3x + 2. x = 0 es raiz de multiplicidad 3.

2. Descartes en q. Signos de g(x): + + + + +, 0 cambios: ninguna raiz positiva.

3. q(—x) = x*—3x3 +3x2 - 3x +2: signos + — + — +, 4 cambios: 4, 2 o 0 raices negativas.

‘ 12 922 32
Positivas 0o 0 O
Negativas | 4 2 0
Complejas | 0 2 4
Total 4 4 4

(Contando x = 0, h tiene ademas tres raices nulas.)
4. Candidatos racionales de ¢: £1, £2; solo se prueban los negativos.

-1 -1 -2 -1 =2
-2 |1 2 1 2 0
-2 0 -2

5. Queda x? + 1 = 0: x = +i. Se cumple la segunda posibilidad de la tabla.
6. h(x) = x3(x + D(x + 2)(x — i)(x +i).

Ejercicio 1B.5.7 - Raiz de multiplicidad 2

Adaptado de: 1er final 2020-1, tipo A, problema 4.

Sea p(x) = x° — x* — 5x3 + kx? + mx —m.

= a) Obtenga k y m si @ = 1 es raiz de multiplicidad 2.
= b) Con esos valores, determine las raices de p(x).
Resolucion.

1. Primera division entre x — 1:

1 -1 -5 k m -m
1 1 0 -5 k-5 k-5+m
|1 0 —5 k-5 k—5+m k-5

Residuo k — 5 = 0: k = 5. El cociente es x* + 0x3 — 5x2 + 0x + m.
2. Segunda divisién entre x — 1:

Residuom —4 =0: m = 4.
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1. Médulo de a: comp; d=|dcos60° = 4 = %|E| = |a| = 8.

2. Area: A = %|ﬁ><i;| = %|E||i7)|sen60° = % -8-43- \/73 = 6.

Resultado: A = 6 unidades de area.

También en: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo C, problema 5, y 2° final
2016-2, tipo A, problema 5, con bl =3 y componente escalar 2: [d| =4y A = % -4-3- J; =

34/3.

Ejercicio 2.6.6 - Area de una armadura y componente vectorial

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 1er final 2016-1, tipo A, problema 5.

En la armadura de la figura, los segmentos CD y BA son paralelos, asi como BC y AD.
Sean el punto A(1,—4,0) y los segmentos dirigidos BD = 31 — 2j —k y BC = (1,3,-1).
Determine: a) el 4rea del paralelogramo ABCD; b) la componente vectorial de BC sobre
kxj.

A(1,-4,0)

Resolucion.
1. Lados desde B: los lados que salen de B son BA yB—C), y BDesla diagonal (no dibujada):
BD = BA + BC, asi que BA = (3,—-2,—1) — (1,3,-1) = (2, —5,0).
2. a)
7k
BAxBC=[2 -5 0|=(5-0)i—(-2-0)j+(6+5k=(5211),
1 3 -1

A =425+ 4 + 121 = /150 = 5v6. (Da lo mismo |ﬁj xR’], porquei‘)xﬁ =0)
3. b)kx j = —i. Con é = —i, |¢| = 1: comp; BC = (BC -€) & = (-1)(-) =1.
Resultado: a) 546 unidades de area; b)i=(1,0,0). El punto A no se necesita.
Ejercicio 2.6.7 - Area de un cuadrilatero dado por tres lados
Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 3.

Los vectores 4 = (6,8,0), v = (8,2,0) y w = (2,—10,0) son los lados AB, BC y CD del
cuadrilatero ABCD de la figura. Obtenga el area del cuadrilatero.
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Resultado: h(x) = x%(x — )(x + 2)(x — V3)(x + v/3).
—> Resolucion en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 1B.6.3
Adaptado de: 2° final 2013-1, tipo A, problema 3.

Obtenga las raices de f(x) = p(x) g(x), donde p(x) = x*+1y g(x) = x®—3x° —9x* +20x>.

1+F —1-y/21

Resultado: i, —i, 0 (triple), 4, >

— Resolucién en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 1B.6.4

Adaptado de: 2° final 2014-1, tipo B, problema 3.

Para g(x) = x” — 3x% + 3x° — 3x* + 2x3, aplique la regla de los signos de Descartes y
exprese g(x) como producto de sus factores lineales.

Resultado: Posibilidades (positivas, negativas, complejas) del factor de grado 4: (4, 0,0),
(2,0,2), (0,0,4). g(x) = x3(x — 1)(x — 2)(x — )(x +i).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 140.

Ejercicio propuesto 1B.6.5
Adaptado de: ler final 2018-2, tipo C, problema 4.

Sea p(x) = Ax> + 2x? — Bx + 2. Determine:

= a)los valoresde Ay Be Rsi p(1) = —4y p(2) = 0;
= D) las raices de p(x) con esos valores.
Resultado:a) A=1,B=9.b)2, -2+ J5, =2 — /5.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 141.

Ejercicio propuesto 1B.6.6
Adaptado de: 1er final 2014-1, tipo A, problema 3.

Obtenga las raices de p(x) = x° — (1 - 3i)x* + 5x3 — (5 — 15i)x% + 4x — (4 — 12i), si se sabe
que 1 — 3i es raiz.
Resultado: 1 — 3i, i, —i, 2i, —2i.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

1B.7 Errores frecuentes

= Olvidar los ceros en la divisién sintética. En 2x°> — x* — 2x + 1 faltan x3 y x% sus
coeficientes son 0 y deben escribirse.

= Usar el conjugado con coeficientes complejos. Si algun coeficiente tiene i, el conju-
gado de una raiz no es raiz en general. Se divide solo entre x — a.

= No usar el conjugado con coeficientes reales. Si son reales, el conjugado si es raiz y
ahorra una busqueda.

= Perder la raiz x = 0. Cuando no hay término independiente, x* se factoriza primero y
cuenta como raiz de multiplicidad k.
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4. Comprobacién con los lados: @ x b = (-2,10,4)y |a ><77| = /120 = 24/30.
Resultado: a) cos 0 = (el angulo vecino tiene coseno — ); b) A = 24/30 unidades
de area.

2.6 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2.6.1 - Tres vectores con mdédulo dado

Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 3.

Obtenga los vectores 4, b y ¢, de modulo 5, 7 y 3 respectivamente, tales que d es paralelo
al vector ¥ = (6,—2,3); b tiene cosenos directores cosar = —% y cosff = cosy; y Ces
perpendicular tanto a v = 3i — 4k como a w = (=3, 1, 4).

Resolucion.

1. a:[V|=v36+4+9=7asiqued= +%(6, -2,3) ==+ (%,—170, %)

2. z:%+2cosﬁ =1 = cos’f = g = cosf = cosy = % Entonces b =
( ;igig) = (—% +%,il:) con los dos signos iguales.

3. ¢: perpendicular a los dos, paralelo a su producto cruz (aqui ¥ = (3,0, —4)):

~

ol

i] ok R
vxw=|3 0 —4/=(0+4)i-12-12)j+ B -0k =(4,0,3), [V x w| = 5.
-3 1 4

Con médulo 3: ¢ = + (4 0.3)==x(202).

5°75
(2 By (L) 0 (M) e (20.).
7° 7°7)7 7\ 323’3 30 3’ 3

Ejercicio 2.6.2 - Angulos directores, componente vectorial y area por diagonales

Resultado: d =

Adaptado de: ler final 2013-2, tipo A, problema 2.

Sean el vector v de médulo 2, cuyos angulos directores son a, f = 30° y y = 60°, y el
vector 4 = —3k. Determine: a) la componente vectorial de 4 sobre un vector w paralelo al
eje z; b) el angulo entre 4 y V; c) el area del paralelogramo cuyas diagonales son 4 y v.

Resolucion.

2at=1—4203230°—cosz60°=1—%—%=0,asiqueac:90°y

«7:2(0,£ %) (0.43,1).

1. V: cos

2. a) Conw = kk (k # 0): comp il = ﬁ'—‘ZVv = %f kk = —3k. No depende de k: ii ya es

Wl

paralelo al eje z.

3. b)u-v=-3u =3,V =2 cosd = _?3 :—%,asiqueﬁz 120°.
4. ¢)
ik
dxv=10 0 -3]=(0+3V3)i—(0-0)j+(0-0)k=(3V30,0),
0 V3 1
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Con la computadora

from sympy import I, Rational, factor, roots, symbols
from sympy import expand

X symbols("x")

f 2%X**6 - X*¥*5 - 2%X*¥*2 + X

assert expand(f.subs(x, I)) == 0 # i es raiz
print(factor(f, extension=I))

r = roots(f, x) # {raiz: multiplicidad}
print(r)

assert set(r) == {0, 1, -1, I, -I, Rational(l, 2)}

Unidad 2 - Algebra vectorial

2.4.2 Angulo entre vectores y angulos de un triangulo

1. Escribe los dos vectores que salen del vértice del angulo pedido (para el angulo A del
triangulo ABC: ABy AC).

b
[allb]
3. Racionaliza; si el coseno es notable, da el angulo en grados; si no, 6 = ang cos(...).

2. Calcula d -z, la| y |i7| y sustituye en cos =

2.4.3 Componente escalar y componente vectorial

1. Identifica quién se proyecta (@) y sobre quién (Z) Si el vector se da como segmento,
conviértelo: AB=B — A.

2. Calculad-by|b| (o ).

3. Escalar: %. Vectorial: %Z simplificada y en componentes.

-
4. Sid-b =0, las dos componentes son cero: los vectores son perpendiculares.

2.4.4 Vector perpendicular a dos vectores o con angulo dado

1. Perpendicularadya b: calcul

-

> > 7
n = axby saca factores comunes.
r
=n.

a

2. Unitario: i%; con moédulo r: + E

3. Con condiciones sueltas (paralelo a un plano coordenado, angulo dado con otro
vector): escribe el vector con incognitas (paralelo al plano XZ: (x, 0, z)), plantea una
ecuacién por condicién (|9 = 1; v - 4 = 4] cos 0) y resuelve el sistema.

4. Comprueba con el producto escalar que da 0 (o el coseno pedido).

2.45 Areas

1. Escoge dos lados que salgan del mismo vértice. Con vértices: AB y AC. Con diagonales:
usa directamente 1_1)1 X (,_1)2.

2. Calcula el producto cruz con el determinante y su médulo; simplifica el radical.

3. Paralelogramo: |a Xi)|. Triangulo: %|E ><Z|. Diagonales: %|1_1)1 x 22|. Cuadrilatero: suma de
dos triangulos separados por una diagonal.

4. Sin componentes (datos de moédulos, angulo y componente escalar): obtén los médulos
que falten con comp; d=|dlcosOyusaA= |E||Z| sen @ (o la mitad).

5. Sid L b, el area del paralelogramo es 14l[B| (rectangulo).

2.4.6 Volumenes y coplanaridad

1. Escribe las tres aristas que salen de un mismo vértice (con vértices: Kﬁ Xé ZB) Si
una arista es 2w, el volumen se multiplica por 2.

2. Calcula el determinante de 3 x 3 con las tres aristas como renglones.

. Paralelepipedo: el valor absoluto. Tetraedro: un sexto del valor absoluto.

4. Volumen con parametro: |determinante| = V da dos ecuaciones, det = V y det = —V.
Coplanaridad: det = 0.

w
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Cuando un enunciado pide las intersecciones «con el eje polar» se usa la recta completa
que lo contiene (f = 0° y 6 = 180°); «con la recta a 90°», los angulos 6 = 90° y 6 = 270°.

2.1.2 Varias representaciones de un punto

A diferencia de las coordenadas cartesianas, un mismo punto tiene infinitas parejas
polares:

(r,0) = (r,0 + 360°k) = (1,0 + 180° + 360°k),  k € Z.
Por ejemplo, (2, 60°) = (2,420°) = (2,—300") = (-2, 240°) = (—2,—120°). Por eso un punto
puede estar en una curva aunque la pareja con la que se escribié no cumpla la ecuacién:

basta que alguna de sus representaciones la cumpla. «Dar unas coordenadas polares» de
un punto es dar una cualquiera de ellas.

2.1.3 Simetria de puntos

El simétrico de P(r,0) es:

= respecto al eje polar: (r, —0), o también (—r, 180° — 0);
= respecto a la recta a 90°: (r, 180° — ), o también (—r, —0);
= respecto al polo: (r,0 + 180°), o también (—r, 6).

recta a 90°
(2.120°) P(2,60°) = (~2,240°)
. »
/
/
/
7
/
/\60"
/
eje polar
1o je p
/
/
/
/
/
/
| g L ]
(2,240°) (2,-60%)
2.1.4 Conversion entre polares y cartesianas
Con el polo en el origen y el eje polar sobre el eje x positivo:
y
x =rcosf, y =rsen0, r2:x2+y2, tanf = =.
x

= De polar a cartesiana (un punto): se aplican las dos primeras. (4,120°) —
(4c0s120°, 4 sen 120°) = (-2, 2V/3).
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Para un tridngulo de vértices A, B, C se usan dos lados que salen del mismo vértice:
A= %|AB x AC|. Un cuadrilatero se parte en dos triangulos con una diagonal.

SN_d-b
N
N ~
N - N
Z \\/// A:Laxb|
h =27 \\\ h=|b|sen®
-7 N
0.~ S
A 0

[

2.2.8 Producto mixto, volumen y coplanaridad

R
El producto mixto de a, b, ¢ es un niimero que se calcula con un determinante:

a; a; a3
a-(bx3&)=1|b; by bsl.
G G ¢

Algunos enunciados lo escriben [d b ¢ ]. Una permutacién ciclica (@, b, ¢ — b,¢, @) no lo
cambia; intercambiar dos vectores le cambia el signo. Su valor absoluto es el volumen del
paralelepipedo de aristas concurrentes 4, b, ¢ (4rea de la base |b x ¢| por la altura):

> 7 1> 3
Vparalelepipedo =la-(bxol Vietraedro = g'a ~(bxo).

Para un tetraedro de vértices A, B, C, D se usan las tres aristas que salen de un vértice:
AB, AC, AD. Tres vectores son coplanares si y solo si su producto mixto es cero (el
paralelepipedo es plano); cuatro puntos estan en un mismo plano si las tres aristas que
salen de uno de ellos son coplanares.

¢ ¢

(STS
[

V=i (X0l V=4l Gl

2.2.9 Coordenadas de puntos en una figura
Los problemas de «coordenadas de un punto» se resuelven sumando vectores a puntos
conocidos (B = A + AB). Las relaciones que mas se usan:

= Paralelogramo: los lados opuestos son el mismo vector. Si los vértices en orden son
A, B, C, D, entonces AB=DCy D = A+ C — B (el vértice que falta es la suma de sus
dos vecinos menos el opuesto). Las diagonales se cortan en su punto medio comun.
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Resultado: a) (4,210%) y (-4, 30°). b) O(0, —5).

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 141.
Ejercicio propuesto 2.1.2 - Ecuacién de transformacion y distancia
Adaptado de: Ejercicio propio (programa 2026, tema 2.1).

a) Obtenga la ecuacién cartesiana de la curva r = 6 cos 6 e identifiquela. b) Calcule la
distancia entre los puntos M(2,30°) y N(4, 90°), dados en polares.

Resultado: a) (x—3)%+y? = 9: circunferencia de centro (3, 0) y radio 3. b) d(M, N) = 2./3.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

2.2 Conceptos y expresiones
2.2.1 Recordatorio: el espacio cartesiano

Un punto del espacio es una terna P(x, y, z); los tres planos coordenados (XY, XZ, YZ)
dividen el espacio en ocho octantes. La distancia entre A(xq, y1,21) ¥ B(xg, yo, 23) €s

d(A,B) = \/(xz —x)?+ (0 — )+ (2 — 2%
La distancia de P(x, y, z) al eje y es \/x? + z2 (y de modo analogo para los otros ejes).

2.2.2 Segmento dirigido y vector
El segmento dirigido AB va del punto inicial A al punto final B. Sus componentes son las
diferencias de coordenadas, final menos inicial:

AB=B—A=(x3—Xa Y5~ YA 25— Za)-

Dos segmentos dirigidos con las mismas componentes representan el mismo vector, sin
importar donde empiecen. El vector de posicién del punto P(x,y,z) es OP = (x,y,z) =
x1 + yj + zk. De aqui salen dos reglas que se usan siempre:

» B= A+ AB:un punto se obtiene sumando a otro el vector que los une.
» El punto medio de ABes M = %(A-%B), y el punto que divide a AB en la razén 4P _ g

- AB
esP=A+kAB.
2.2.3 Mobdulo, vector unitario y cosenos directores

El médulo de v = (vy, vy, v3) es su longitud, [v] = , [vlz + vzz + vg. Un vector de mddulo 1 es

N
unitario; el unitario en la direccién de v # 0 es

[ <t

V=

=

Los dngulos directores a, B, y son los que forma v con los ejes x, y, z (cada uno entre 0° y
180°). Sus cosenos, los cosenos directores, son las componentes de v:

V2
2 ¢

Vi
cosa = —, e
vl

7 cosff = cos? & + cos? B+ cos?y = 1.
v

)
osy—ﬁ,

36

Unidad 2 - Algebra vectorial

Asi, un vector de médulo r con cosenos directores conocidos es v = r(cos a, cos f§, cos y).
Si se conocen dos cosenos, la identidad da el tercero salvo el signo.

V= (v, v, 3)

2.2.4 Operaciones con vectores

Con d = (ay, a2,a3),z; = (by, by, b3) y un escalar A:

G+b=(a by, ayby aztby),  Ad=(Aag, Aay Aag),  |Ad] = A [dl.

La suma se dibuja con la regla del paralelogramo: si a yi) salen del mismo punto, d +b

y @ — b son las diagonales. @ y b (no nulos) son paralelos si b = Ad para algin 1 = 0:
con A > 0 tienen el mismo sentido y con A < 0, sentido contrario. En componentes, sus
coordenadas son proporcionales.

2.2.5 Producto escalar, angulo y perpendicularidad

El producto escalar (o producto punto) es el nimero
Zi i) = albl + azbg + agbg = |5| |Z| COos 9,

donde 0 € [0°,180°] es el angulo entre los vectores. Es conmutativo, distributivo sobre la
suma y cumple @ - @ = |d/2. De ahi:

Ql
S

G1b = a-b=o.

cosf = —,

la b]
El signo de d b dice si el angulo es agudo (+), recto (0) u obtuso (—). Un angulo no notable
se deja como 6 = ang cos f—ﬁ El angulo interior de un triangulo o paralelogramo en el

ldllb|
vértice A se calcula con los dos vectores que salen de A.
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